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1 Limite de funciones

Fijemos m,n € IN y consideremos a R™ y R™ provistos de métricas que denotaremos con d. Con-
sideremos una funcién f: X — R", definida en un subconjunto X de R™ y fijemos un punto de
acumulacién a de X. Decimos que b € R"™ es un limite de f cuando x tiende a a y escribimos
lim,_,, f = b, si para todo € > 0 existe § > 0, tal que

d(f(z),b) < e para todo z € X tal que 0 < d(z,a) < §.
En otras palabras, si para todo € > 0 existe § > 0, tal que f(Bgs(a) N (X \ {a})) C Bc(b).
El siguiente teorema dice que el limite de una funcién, si existe, es unico.

Theorem 1.1. Si b =lim,_, f(x) y ¢ = lim,_,, f(x), entonces ¢ = b.

Proof. Supongamos que lim,_,, f(z) = by que ¢ # b en R". Tomemos ¢ = d(c,b)/2. Por
definicién existe 6 > 0 tal que d(f(x),b) < ¢, para todo z € X tal que 0 < d(z,a) < §. En
consecuencia d(f(x),c) > €, para todo z € X tal que 0 < d(z,a) < d, ya que si d(f(z),c) <e
para algin z € X tal que 0 < d(z,a) < §, entonces d(c,b) < d(c, f(x))+d(f(z),b) < 2¢ = d(c,b).
Dado que {x € X : 0 < d(z,a) < €} # (), obtenemos en particular que ¢ no es un limite de f
cuando z tiende a a. O

Theorem 1.2. Supongamos que Y C X es tal que a € Y’ y denotemos con g a la restriccion de f
aY. Silim, ,, f(x) =0b, entonces lim,_,, g(z) = b.

Proof. Es evidente. O

El siguiente resultado dice que la existencia y el valor del limite s6lo depende del compor-
tamiento de f en un entorno de a.

Theorem 1.3. Escribamos Y = V N X donde V es un entorno de a y denotemos con g a la
restriccion de f a'Y. Entonces a € Y ylim,_,, g(x) = b si y sdlo silim,_,, f(z) = b.

Proof. Es evidente. O
Theorem 1.4. Si existe lim,_,, f(x), entonces f es acotada en un entorno de a.

Proof. Denotemos con b a lim,_,, f(x). Por hipétesis existe § > 0 tal que d(f(z),b) < 1 para todo
x € X tal que 0 < d(x,a) < §. En otras palabras f(X N (Bs(a) \ {a})) C By(b). O
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Theorem 1.5. Si existe lim,_,, f(z) y es distinto de cero, entonces existe un entorno V de a
tal que f(x) # 0 para todo z € X N (V' \ a).

Proof. Denotemos con b a lim,_,, f(x). Por hipétesis existe § > 0 tal que d(f(x),b) < d(0,b),
para todo = € X tal que 0 < d(z,a) < 4. Asi f(x) # 0 para todo € X N (Bs(a) \ a). O

Theorem 1.6. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) limg—, f(x) =0.
(2) Para todo entorno U de b hay un entorno V de a tal que f(X N (V\{a})) CU

(3) Si(xy)ren es una sucesion de puntos de X\{a} que tiende a a, entonces lim,_, o f(x,)=b.
Proof. (1) = (2) Por hip6tesis, dado € > 0 tal que B.(f(a)) C U, existe § > 0 tal que
f(X N (Bs(a) \{a})) € Be(f(a)) CU.

Asf que podemos tomar V = Bs(a).

(2) = (3) Dado € > 0 tomemos un entorno V de z tal que f(X N (V' \ {a})) € Bc(f(a)). Siro
es tal que x, € V N X siempre que r > rg, entonces f(x,) € Be(f(a)) siempre que r > ry.

(3) = (1) Si f no convergiera a b cuando z tiende a a, existirfa € > 0 tal que para cada r € IN
podriamos encontrar x, € X N (By,(a) \ {a}) tal que d(f(z,),b) > €. La sucesion (z,)ren ten-
deria a a, pero la sucesién (f(z,))nen no tenderfa a b. O

Corollary 1.7. Para que lim,_,, f(z) exista es necesario que, para toda sucesion (z,)rcn de pun-
tos de X \ {a} tal que lim,_, x, = a, exista lim,_,o f(2,), y que este limite sea independiente
de (Zr)ren-

Corollary 1.8. Para que lim,_,, f(z) exista es suficiente que exista lim,_, f(2,), para todo
sucesion (x,)rew de puntos de X \ {a} tal que lim,_,o z, = a.

Proof. En efecto no pueden existir b y ¢ distintos en R™ y sucesiones (z,),cr € (yr)rer, de puntos
de X \ {a}, tales que lim, 00 2 = limy 00 Yr = @, lim, oo f(z,) = by lim, o0 f(yr) = ¢, pues
entonces la sucesion (2;.)ren, definida por zo,_1 = x, y 29, = ¥y, estarfa formada por puntos de
X \ {a}, convergeria a a, pero (f(2))ren no convergeria. O

Remark 1.9. Si las métricas de R™ y R™ que estamos usando provienen de normas, entonces
podemos reemplazarlas por normas equivalentes a ellas, sin que varien ni el conjunto de puntos
acumulacién de X, ni el conjunto de funciones que convergen cuando z tiende a un punto de
acumulacion determinado a de X, ni el valor al que estas funciones convergen.

Proposition 1.10. Si la métrica de R™ proviene de una norma || ||, entonces las siguientes a-
firmaciones valen:
(1) Supongamos que f: X — R™ e g: X — R™ son funciones que convergen cuando x tiende
a a. Entonces f + g converge cuando x tiende a a y lim,_,(f + g)(x) = b+ ¢, donde
b=1lim,, f(z) y = lim,_, f(z)
(2) Supongamos que f: X — R™ es una funcidn que converge cuando x tiende a a. Enton-

ces, para cada X € R, la funcidn \f converge cuando x tiende a a y limy_,q Af(x) = Ab,
donde b == lim,_,, f(x).

Proof. 1) Por hipétesis dado € > 0 existe ¢ > 0 tal que ||f(z) —b|| < €/2y ||g(x) — || < €¢/2 para
todo z € X tal que 0 < d(z,a) < §. En consecuencia, para estos x’s

1f(x) +g(z) —b—c| < |[f(z) = bll + [lg(z) —cl| <

Por lo tanto f + ¢ tiende b + ¢ cuando « tiende a a.
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2) Tomemos € > 0 arbitrario. Por hipédtesis existe § > 0 tal que || f(z) — b|| < € para todo z € X
tal que 0 < d(x,a) < §. En consecuencia, para estos z’s

IAf (@) = Abl| = [A[[[f () = bll < |A[e.

Por lo tanto \f tiende A\b cuando x tiende a a. O

1.0.1 Limites laterales

Supongamos que X C R (es decir que m = 1). Recordemos que a € R es un punto de acumulacién
a derecha de X si es un punto de acumulacién de X N [z, +00). Supongamos que a es un punto
de acumulacién a derecha de X. Decimos que el limite a derecha de una funcién f: X — Ren a
existe y es b € R", si la restriccién de f a X Nla,400) converge a b en a. En este caso escribimos
b = lim,_,,+ f(x). Por supuesto que si a € X/ y el limite de f en a existe, entonces también
existe el limite a derecha de f en a y lim,_,,+ f(z) = lim,—, f(2). Por la misma definicién
valen teoremas analogos a los Teoremas 1.1, 1.2 y 1.3. Por supuesto que en el Teorema 1.2 hay
que pedir que a sea un punto de acumulaciéon a derecha de Y. También vale un analogo del
Teorema 1.4, pero en él sélo se prueba que existe § > 0 tal que f es acotada en X N [a,d). Por
dltimo hay andlogos del Teorema 1.6, de los Corolarios 1.7 y 1.8, y de la Proposicién 1.10. Por
supuesto que las sucesiones mencionadas en los enunciados de los tres primeros resultados, deben
estar formadas por puntos que estén a la derecha de a. Dejamos al lector la tarea de completar
los detalles. Supongamos ahora que a es un punto de acumulacién a izquierda de X. Decimos
que el limite a izquierda de una funcién f: X — R en a existe y es b € R", si la restriccién de f
a X N (—o0,a] converge a b en a. En este caso escribimos b = lim,_,,- f(z). Por supuesto que
existen resultados andlogos a los mencionados arriba para el caso de limite a derecha. Sia € X,
pero a ¢ X', entonces de la existencia del limite a derecha de f en a se sigue la existencia del
limite de f en a y, similarmente, si a € X’ pero a ¢ X', entonces de la existencia del limite a
izquierda de f en a, se sigue la del limite de f en a. Finalmente si a es un punto de acumulacién
bilateral de X, entonces el limite de f en a existe si y sélo si existen los limites laterales de f en a
y ademas coinciden.

Example 1.11. Si f: R — R esté definida por
0 siz<1,
fz) = {

1 siz>1,

entonces lim,_,,— f(z) =0y limy,_, o+ f(z) = 1.

2 Funciones continuas

Fijemos m,n € IN y consideremos a R™ y R™ provistos de métricas que denotaremos con d.
Consideremos una funcién f: X — R"”, definida en un subconjunto X de R™ y fijemos un punto
a de X. Decimos que f es continua en a si, para todo € > 0 existe § > 0, tal que

d(f(z), f(a)) < € para todo x € X tal que d(z,a) < 4.
En otras palabras, si para todo € > 0 existe § > 0, tal que f(Bs(a) N X) C B.(f(a)).

Remark 2.1. Vale lo siguiente:
(1) Sia es un punto aislado de X, entonces toda funcién f: X — R™ es continua en a. En
efecto en la definicién, basta tomar ¢ tal que Bs(a) N X = {a}.
(2) Sia € XNX', entonces f: X — R™ es continua en a si y sélo si f(z) converge a f(a)
cuando x tiende a a. En efecto, esto es consecuencia inmediata de la definicién de limite.
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(3) SiY es un subconjunto de X que contiene a ay f: X — R" es continua en a, entonces
la restriccién de f a Y también es continua en a.

(4) SiY =V NX, donde V es un entorno de a subconjunto de X que contiene a a y la
restriccién de f: X — R™ a Y es continua en a, entonces f es continua en a.
Proposition 2.2. Para cada funcion f: X — R" y cada a € X son equivalentes:
(1) f es continua en a.
(2) Para todo entorno U de f(a) hay un entorno V de a tal que f(VNX)CU.

)
(3) f~1(U) es un entorno de a relativo a X, para cada entorno U de f(a).
) (

(4
Proof. (1) = (2) Por hipétesis, dado € > 0 tal que B¢(f(a)) C U, existe § > 0 tal que
fBs(a) N X) CBe(f(a)) CU.
Asf que podemos tomar V = Bs(a).

(2) = (3) Por hipdtesis existe un entorno V de a tal que f(VNX) C U. Como f~HU) D VNX,
esto prueba que f~!(U) es un entorno de a relativo a X.

(3) = (4) Para cada € > 0, la preimagen f~1(B.(f(a))), de B.(f(a)), es un entorno de a relativo
a X. Por lo tanto existe ro € IN tal que x, € f~1(B.(f(a))) para todo r > rg. En consecuencia
flar) € F(F71(Be(f(a)) € Be(f(a)),

para todo r > 1o, de modo que (f(z,))ren tiende a f(a).

f(z:))ren tiende a f(a), para cada sucesion (z,)ren de puntos de X, que tiende a a.

(4) = (1) Si f no fuera continua en a, existiria ¢ > 0 tal que para cada r € IN podriamos encontrar
z, € By/p(a) N X tal que d(f(z,), f(a)) > €. La sucesién (z,).cn tenderfa a a, pero la sucesion
(f(zn))nen no tenderia a f(a). O

Remark 2.3. Si las métricas de R™ y R"™ que estamos usando provienen de normas, entonces

b
podemos reemplazarlas por normas equivalentes a ellas, sin que varie el conjunto de funciones
que son continuas en un punto a fijo de X.

Consideremos una funcién f: X — R" y un subconjunto A de X. Decimos que [ es continua
en A silo es en cada punto a de A. Finalmete si f es continua en X, decimos simplemente que f
es continua.

Theorem 2.4. Para cada funcion f: X — R™ son equivalentes:
(1) f es continua.
(2) f7Y(U) es abierto relativo a X para cada subconjunto abierto U de R™.
(3) f~YC) es cerrado relativo a X para cada subconjunto cerrado C' de R™.
)

(4) f(BNX)C f(B) para cada B C X.

Proof. (1) = (2) Por la equivalencia entre los items (1) y (3) de la proposicién anterior, f~(U) es
un entorno relativo a X de cada uno de sus puntos. As{ f~1(U) es un abierto relativo a X.

(2) = (1) Tomemos a € X arbitrario un entorno abierto U de f(a). Por hipétesis f~1(U) es un
entorno abierto de a. Como a es arbitrario se sigue de la equivalencia entre los items (1) y (3)
de la proposicién anterior que f es continua.

(2) = (3) Si C es un cerrado de R", entonces f~1(C) es un cerrado relativo a X, porque
FFHO) =X\ IR\ O)

y, por hipétesis, f~1(R" \ C) es abierto relativo a X.

(3) = (2) Si U es un abierto de R", entonces f~1(U) es un abierto relativo a X, porque

FFHU) =X\ IR\ D)
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y, por hipétesis, f~1(R"™ \ U) es cerrado relativo a X.
(3) = (4) Debido a que B C f~!(f(B)) y a que f~'(f(B)) es cerrado relativo a X, necesaria-

mente BN X C f~!(f(B)). Por lo tanto f(BNX) C f(B).
(4) = (3) Tomemos un cerrado arbitrario C' de R™. Por hipétesis

fFHONX)C f(fHC)cC=C
y, en consecuencia, f~1(C)NX C f~1(C), lo que prueba que f~1(C) es cerrado relativo a X. [0

Example 2.5. Una funcién f: X — R" es Lipschitziana si existe k£ > 0 tal que
d(f(z), f(y)) < kd(z,y) para todo z,y € X.

A cualquier k que satisface la desigualdad anterior se lo denomina una constante de Lipschitz.
Es evidente que toda funcién Lipschitziana es continua (dado € > 0 basta tomas § = ¢/k).

Remark 2.6. Si las métricas de R™ y R™ que estamos usando provienen de normas, entonces
podemos reemplazarlas por normas equivalentes a ellas, sin que varie el conjunto de funciones
Lipschitzianas. Por supuesto que si cambian las constantes de Lipschitz.

Example 2.7. Si la métrica de R™ proviene de una norma || || arbitraria y la métrica de R™
proviene de la norma || ||;, entonces toda transformacion lineal T: R™ — R™ es Lipschitziana
con constante de Lipschitz A := max{||T(e1)|1,-..,||T(em)]1}, donde {e1,...,e,} denota a la
base candénica de R™. Como T es lineal

para todo = = (21, ...,%m) € R™. En consecuencia
d(T(2),T(y)) = T(x) = T()| = [T(z - y)|| < Allz —ylly = Adi(2,y),
para todo x,y € R™.

1T ()] =

=D lzlIT(en)l < A |ail = Alalh,
i=1 =1

Example 2.8. Un caso particular del ejemplo anterior es de la proyeccién canénica m;: R™ — R,
definida por 7;(z) = x;, donde i denota a un entero que satisface 1 < i < m y x; denota a la
i-ésima coordenada de x. En este caso podemos tomar a 1 como constante de Lipschitz.

Example 2.9. Consideremos a R™ x R™ y R™ con las métricas que provienen de la norma || |1
(donde identificamos R™ x R™ con R?" de la manera obvia). La funcién suma s: R" x R® — R",
definida por s(z,y) = x + y, es Lipschitziana con constante de Lipschitz 1. En efecto

d(s(z,y),s(z",y")) = llety—a'=y' |1 = |z—2"+y—y[l1 = lle—=2' 1 +lly—y'll = [z, y)— (", ¥)|
para todo (z,y) y (z/,3) en R™ x R™.

Example 2.10. Consideremos a R™ provisto de una métrica proviniente de una norma || ||. La
funcién || ||: R™ — R es Lipschitziana con constante de Lipschitz 1. En efecto, esto se sigue de que
llzll =1yl < llz =yl para todo 2,y € R™. (2.1)

Example 2.11. Dada una métrica d definida en R™, definamos la métrica d’ en R"™ x R™ por

d'((@",y), (x,y)) = d(@’,z) +d(y, y).
Con esta definicion, la funcién distancia d: R™ x R™ — R, es Lipschitziana con constante de Lips-
chitz 1. En efecto, debido a la desigualdad triangular,

d(@',y") < d(@',x) + d(z,y) +d(y,y).
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Por lo tanto, por simetria,

ld(@,y") = d(x,y)| < d(a',2) + d(y,y) = d'((«,y), (z,9)),
COINO UEremos
Example 2.12. Si la métrica de RP proviene de una norma || || arbitraria y la métrica de

R™ x R"™ proviene de la norma || ||; (donde identificamos R™ x R™ con R™*™ de la manera
obvia), entonces toda transformacién bilineal ¢: R™ x R™ — RP es continua. En efecto,

m n m,n m n
lp(z,y)| = w<2xiei,2xjfj> < Y lmillyllleen ISAY il > sl =Allzl |yl
i=1 j=1 i=1,j=1 i=1 j=1

donde x = (%1,.. ., Zm), Y= (Y1,---+Yn)s {€1,---sem} ¥ {f1,---, fn} denotan a las bases cané-
nicas de R™ y R”, respectivamente, y A = max{||¢(e;, f;)||}. Asi

d(e(x,), 0(2",9")) = llo(z,y) — o', )]
= (@, y = o) + oz — 2|
< ez y =)l + llel — 2",
< A(lzllilly = vl + llz = 211y []2)-
Si fijamos ahora (z,y) y tomamos (z’,y’) en B (x,y), entonces ||3/||1 < [[(«, )|l < ||(z,y)|l1+1
v 1zl < |[(z,y)]l1. Por lo tanto
d(e(z,y), (2", y) < AC(ly—y/ll1 + |z = 2'll)) = AC||(z, ) — (=,9) L = ACdi((2,y), (2", ¥/),

donde C' = ||(z,y)||1 + 1. Notemos que esta desigualdad vale para todo (z,x), (z',y’) € Bc(0).
Por lo tanto la restricciéon de ¢ a un conjunto acotado es Lipschitziana. Este ejemplo contiene
como casos particulares a

- La accién ¢: R x R™ — R™ de un escalar sobre un vector, definida por ¢(\, z) = Az.
- El producto interno canénico £: R™ x R™ — R, definida por £(z,y) == > 2;y;.
- El producto de matrices ¢: R™* x R™ — R™P, definida por ¢(C, D) = CD.

Remark 2.13. Por supuesto que en el ejemplo anterior la norma || ||; de R™ x R™ puede ser
reemplazada por cualquier norma equivalente a ella (esto se sigue del Remark 2.3).

Example 2.14. La funcién Inv: R\ {0} — R\ {0}, definida por Inv(z) := 2~ ! es continua en
todo punto a de su dominio. En efecto, dado € > 0 tomemos § < min{|a|/2,¢/2|a|*}. Entonces
|z| > |a]/2 para todo x tal que |z — a|] < & (pues |a] — |z| < Ja — x| < § y, por lo tanto,
|z| > |a] — 3 > |a| —|al/2 = |a|/2). En consecuencia

1 1

a—x

axr

Theorem 2.15. Consideremos subconjuntos X de R™ eY de R", y funciones f: X — R" y
g: Y — RP tales que f(X) CY. Si f es continua en a y g es continua en f(a), entonces go f
es continua en a.

Proof. Tomemos un entorno U de ¢g(f(a)). Por la Proposicién 2.2 existe un entorno V de f(a) tal
que g(Y NV) CU. Por la misma proposicién existe un entorno W de a, tal que f(X NW) C V.
Por lo tanto g(f(W)) C g(f(X)NV) Cg(Y NV) CU. Asi, nuevamente por la Proposicién 2.2,
la funcién g o f es continua en a. O

Consideremos un subconjunto X de R™. Dada una funcién f: X — R™ quedan definidas
funciones f;: X — R, donde 1 < i < n, por f; = m; o f. Estas funciones f; son llamadas las
coordenadas de f. Para cada x € X, tenemos que f(x) = (f1(x),..., fu(x)).
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Theorem 2.16. Consideremos un subconjunto X de R™ y una funcion f: X — R™. Suponga-
mos que R™ estd provisto por la métrica inducida por la norma || ||s (0 por cualquier norma
equivalente a ella). Entonces f: X — R™ es continua en a si y sdlo si sus coordenadas lo son.

Proof. Por los Ejemplos 2.5 y 2.8 sabemos que las proyecciones 7; son continuas. En consecuencia,
debido al Teorema 2.15, si f es continua en a, también las coordenadas f;, de f, lo son. Supon-
gamos ahora que las coordenadas f; de f son continuas en a. Tomemos ¢ > 0. Por hipétesis,
para cada 1 < i < n, existe d; > 0 tal que |f;(z) — fi(a)| < € para todo z € X N Bs,(a). Como

f(@) = fla) = (fr(2), -, ful(2)) = (f1(a), ., fula)) = (fr(x) = fr(a),. .., fu(2) = fnla)),
se sigue de esto que || f(z)— f(a)||c < € paratodo x € XNBs(a), donde § := min{dy,...,d,}. O

Corollary 2.17. Consideremos un subconjunto X de R™ y funciones f: X — R" y f: X — RP.
Supongamos que R™, RP y R™ x RP estdn provistos por la métrica inducida por la norma || ||eo
(o por cualquier norma equivalente a ella). Entonces f y g son continuas en a si y sdlo si la

funcion (f,g): X — R™ x RP, definida por (f,g)(z) = (f(x),g(z)), lo es.
Proof. Por el teorema anterior. O

Theorem 2.18. Consideremos un subconjunto X de R™ y un punto a € X. Supongamos que R™
estd provisto de la métrica inducida por la norma || ||eo (0 por cualquier norma equivalente a
ella). La siguientes afirmaciones valen:
(1) Sif: X > R™ yg: X — R"™ son continuas en a, entonces f + g también lo es.
(2) Sif: X > R™ y\: X = R son continuas en a, entonces \f también lo es.
3) Sif: X > R"™ yg: X — R™ son continuas en a, entonces la funcidn (f,g): X — R,
definida por (f, g)(x) = (f(2),g(x)) = S0y fi(w)gi(x) tambicn o cs.
(4) Si f: X — R es continua en a y f(a) # 0, entonces la funcion f~1:Y — R, definida
por f~H(z) = f(x)7!, donde Y := {x € X : f(x) # 0}, es continua en a.

Proof. Consideremos las funciones

s:R*"xR" = R", ¢o:RxR"—=R", & RxR'—R e Inv:R\{0}—R\{0},
definidas por s(z,y) = = +y, (A, z) = Az, £(z,y) = (z,y) = Y 2y e Inv(x) == 27!, res-
pectivamente. Como estas funciones son continuas y las funciones

(f,g9): X > R"xR" y Nf): X —=>RxR"
son continuas en a, entonces también las funciones

fHg=s0(f9), M =¢o\f), (frg)=Eo(f.9) v f'=Invof,

lo son. O

Theorem 2.19. Si X es compacto y f: X — R™ es continua, entonces f(X) es un subconjunto
compacto de R™.

Proof. Si (U;)icr es un cubrimiento abierto de f(X), entonces (f_l(Ui))ief es un cubrimiento

abierto de X. Como X es compacto, existen iy, ...,i, € I tales que X C f~Y(U;)U---Uf~Y(U;).
Por lo tanto,

FEOCF U U UfHU:) = F(FHO) U U F(fH0:) STLU - U Uy,

lo que muestra que f(X) es compacto. (|
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Una de las propiedades mdas importantes de los intervalos cerrados y acotados de nimeros
reales es que, como afirma el Teorema de Bolzano, toda funcién real continua definida sobre uno
de ellos tiene un maximo y un minimo globales. Los subconjuntos compactos de R™ tienen la
misma propiedad. En efecto, si X es compactoy f: X — R es continua, entonces, por el teorema
anterior, su imagen f(X) es un subconjunto compacto y, por lo tanto, cerrado y acotado de R.
Asi, existen zg y 1 en X tales que f(xo) = inf(f(X)) y f(z1) = sup(f(X)).

Corollary 2.20. Si X es compactoy f: X — R™ es continua, entonces f es cerrada (es decir que
siY C X es cerrado, entonces f(Y) C R™ también lo es).

Proof. Como es un cerrado de X, el conjunto Y es compacto. En consecuencia, por el teorema
anterior, f(Y) es compacto y, por lo tanto, un cerrado de R™. O

3 Continuidad uniforme

Fijemos m,n € IN y consideremos a R y R"™ provistos de métricas que denotaremos con d.
Consideremos una funcién f: X — R”, definida en un subconjunto X de R™. Decimos que f
es uniformemente continua si, para todo € > 0 existe § > 0, tal que

d(f(z), f(y)) < € para todo z,y € X tal que d(z,y) < J.

Decimos que f es uniformemente continua sobre un subconjunto Y de X si su restriccion a Y es
uniformemente continua.

La diferencia entre las definiciones de continuidad y de continuidad uniforme, es que en la pri-
mera ¢ puede variar con el punto del dominio en el que se estd evaluando la continuidad, no exi-
giéndose que se haya uno que sirva para todos, mientras que en la segunda esto se pide expli-
citamente.

Remark 3.1. Si las métricas de R™ y R™ que estamos usando provienen de normas, entonces
podemos reemplazarlas por normas equivalentes a ellas, sin que varie el conjunto de funciones
que son uniformemente continuas.

Remark 3.2. Consideremos una funciéon f: X — R™ y un subconjunto Y de X. Si f es uniforme-
mente continua sobre Y, entonces f|y es continua. En particular toda funcién uniformemente
continua es continua.

Example 3.3. Toda funcién Lipschitziana es uniformemente continua. Esto incluye los Ejem-
plos 2.7, 2.8, 2.10 y 2.11.

Remark 3.4. Hay funciones que son continuas y no son uniformemente continuas. Una es la fun-

cién f: Rso — R definida por f(x) := 1/x. Es continua porque es la inversa de una funcién con-
tinua. Pero no es uniformemente continua porque para todo § € (0, 1),

11 §/2 1

0)—f0/2)=l=——|=F===>1

700 = 16/21 = |5 - 575 = 707 = 3

Theorem 3.5. Consideremos subconjuntos X de R™ y Y de R™, y funciones f: X — R" y

9: Y = R? tales que f(X) CY. Si f y g son uniformemente continuas, entonces go f también

lo es.

Proof. Como g es uniformemente continua, para cada € >0, existe § >0 tal que para todo y,y’ €Y,
d(g9(y),9(y")) < e siempre que d(y,y’) < 4.

Puesto que también f es uniformemente continua, existe ' > 0 tal que para todo z,z’ € X,
d(f(z), f(z")) <4 siempre que d(z,z') < 4§’
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Combinando ambos hechos obtenemos que
d(g(f(2)), g(f(a))) < e siempre que d(z,2") < ¢,

lo que termina la demostracién. O

Proposition 3.6. Supongamos que R™, R y R™ x RP estdn provistos de las métricas inducidas
por || lleo (0 por cualquier métrica equivalente a ella). Consideremos un subconjunto X de R™
y funciones f: X — R™ y g: X — RP. Entonces f y g son uniformemente continuas si y solo si
la funcion (f,g): X — R™ x R? lo es.

Proof. Como
dss ((£,9)(@), (f,9)(2")) = max(dss (f(2), f(2")), dec (9(), 9(2"))),

son equivalentes:
- Para todo € > 0, existe § > 0 tal que

d(z,2") <6 = doo (f(x),9(2")) < €y doo(f(z),9(z')) <€ para todo z,2’ € X.
- Para todo € > 0, existe § > 0 tal que
d(z,2') < d = doo((f, 9)(x), (f, g)(x’)) <€ paratodoz,z’ € X.

Esto prueba que la afirmacién es verdadera, porque el primer item se satisface si y solosi f y g
son uniformemente continuas, y el segundo dice que (f, g) es uniformemente continua. (|

Theorem 3.7. Consideremos un subconjunto X de R™ y supongamos que R™ estd provisto por
la métrica inducida por la norma || ||eo (0 por cualquier norma equivalente a ella). La siguientes
afirmaciones valen:

(1) Sif: X > R"yg: X — R" son uniformemente continuas, entonces f+g también lo es.

(2) Sif: X - R™yA: X — R son uniformemente continuas y acotadas, entonces \f es uni-
formemente continua.

3) Sif: X > R"™ yg: X — R" son uniformemente continuas y acotadas, entonces la fun-

cion (f,g): X — R, definida por (f, g)(x) = (f(x),g(x)) = > fi(x)gi(x) es uniforme-
mente continua.

Proof. (1) Por los Ejemplos 2.5 y 2.9 la funcién s: R™ x R™ — R", definida por s(z,y) =z +y,
es uniformemente continua. Por otro lado, debido a la Proposicién 3.6, también lo es la funcién
(f,9): X — R™ x R™. En consecuencia, por el Teorema 3.5 la funcién f + g = so (f,g) es
uniformemente continua.

(2) Ya sabemos que la funcién (A, f): X — R x R™ es uniformemente continua. Ademds es aco-
tada pues A y f lo son. Por otro lado, debido al Ejemplo 2.12 la funcién ¢: Im(}A, f) — R", de-
finida por ¢(A, z) ;== Az es uniformemente continua. En consecuencia, debido al Teorema 3.5, la
funcién Af = ¢ o (A, f) es uniformemente continua.

(3) Yasabemos que la funcién (f,g): X — R™ x R™ es uniformemente continua. Adem4s es aco-
tada pues f y g lo son. Por otro lado, debido al Ejemplo 2.12 la funcién £: Im(f, g) — R, definida
por {(z,y) == {(x,y) = > x;y;, es uniformemente continua. En consecuencia, debido al Teore-
ma 3.5, la funcién (f, g) = o (f, g) es uniformemente continua. O

Theorem 3.8. Consideremos un subconjunto X de R™ y una funcién f: X — R™. Las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

(1) f es uniformemente continua.

(2) Si(zr)ren € (Yr)ren son sucesiones de puntos de X tales que lim, o d(z,,y,) =0, en-
tonces lim, o d(f(2r), f(yr)) = 0.
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Proof. (1) = (2) Tomemos € > 0 arbitrario. Por hipétesis existe § > 0 tal que d(f(z), f(y)) <,
para todo z,y € X tales que d(x,y) < §. Por otro lado existe o € IN tal que d(z,,y,) < 0 para
todo r > rg. Por lo tanto d(f(x.), f(y.)) < € para todo r > rg. As{ lim,_ . d(f(z,), f(y-)) =0,
por definicién.

(2) = (1) Supongamos que f no es uniformemente continua. Por definicién esto significa que ex-
iste € > 0 que satisface la propiedad de que, para cada r € IN, podemos encontrar x, e y, en X,
tales que d(x,,y-) < 1/ry d(f(z.), f(y.)) > €. Asi obtenemos sucesiones (2, ),en € (Yr)ren, de
puntos de X, tales que lim,_, o, d(z,, y,) = 0, pero d(f(z.), f(y.)) no converge a 0. O

Example 3.9. La funcién f: R — R, definida por f(z) := 2% no es uniformemente continua.
En efecto, consideremos las sucesiones (x,)ren € (¥, )ren, definidas por @, == /7 + 1 e y,. = /7.
Entonces

$2_y2:1 Yy z—y :(-rr_yr)(xr+yr):$3_y3: 1
" " " " xr+yr xr+yr \/7'+1+\/77)

de modo que lim |z, —y,| = 0, pero lim |22 — y?| = 1. Por lo tanto, debido al teorema anterior, f
no es uniformemente continua. Este ejemplo muestra también que en el item (2) del teorema 3.7
la hipotesis sobre la acotacién de las funciones A y f no puede ser eliminada impunemente.

Example 3.10. La funcién f: R — R, definida por f(z) := cos 2% no es uniformemente continua.

En efecto, consideremos las sucesiones (z,)ren € (Yr)ren, definidas por z, = /(r+ 1)m e
yr == /rm. Entonces

(@ —y) e ty) ai—yr (P4 lm—om
LTy — Yr = =

T
Ty + Yr r+yr S+ Dr+vrm S+ Dr+

cos 2 — cosy? = cos(r + 1)1 — cosrm = (—1)" T — (=1)" = (=1)""12,
de modo que lim |z, —y,.| = 0, pero lim | cos 72 — cos y2| no existe. Por lo tanto, debido al teorema

anterior, f no es uniformemente continua.

y

Theorem 3.11. Toda funcion continua f: K — R"™, definida sobre un compacto K C R™, es u-
niformemente continua.

Proof. Supongamos que la funcién f no es uniformemente continua. Por definicién esto significa
que existe € > 0 que satisface la propiedad de que, para cada r € IN, podemos encontrar x,. e ¥,
en X, tales que

d(zr,yr) <1/r y d(f(2r), f(yr)) > € (3.2)
Como K es compacto existe una subsucesion (z,, );en, de puntos de K, que converge a un punto
de K. Como d(x,,, yr,) < 1/r;, también (y,,);en tiende a . Dado que f es continua, existe ip € IN
tal que d(f(z,), f(x)) <€/2y d(f(yr,), f(x)) < €/2, para todo i > ig. Por lo tanto

d(f(xrz)v f(yn)) < d(f(xh)a f(x)) + d(f(yh)v f(x)) < € para todo i > Z.0

lo cual se contradice con la segunda desigualdad de (3.2). Esta contradiccién muestra que f es
uniformemente continua. O



